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SADRZAJ PREZENTACIJE

GEOMETRIJSKE KARAKTERISTIKE POPRECNIH PRESEKA
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J Povrsina poprecnog preseka; @'ﬁ
|

U Statiéki moment popreénog preseka; /]

* Promena statickih momenata popreénog preseka
pri translaciji koordinatnog sistema;

= Staticki momenti popreénog preseka za teziSne ose;

O Momenti inercije poprec¢nog preseka;

* Promena momenata inercije poprecnog preseka pri translaciji
koordinatnog sistema - §tajnerova teorema;

* |zracunavanje momenata inercije jednostavnih preseka;

= lzracunavanje momenata inercije slozenih preseka;
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OBLIK POPRECNOG PRESEKA
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Poprec¢ni presek Stapa ili grede je definisan zatvorenom linijjom u ravni normalnoj na uzduznu
osu nosaca (slika gore levo).

Poprecni presek predstavlja geometrijsku figuru (sliku) povrsine A [m?] u prese¢noj ravni koja
je normalna na uzduznu osu Stapa ili grede (slika gore desno).

Popre¢ni preseci Stapa su u praksi pravilne figure sastavljene iz definisanih geometrijskih
oblika (donji red slika).



KARAKTERISTIKE POPRECNOG PRESEKA

Osnovne karakteristike popre¢nog preseka nosaca:

1. Povrsina poprecnog preseka;
2. Staticki moment poprecnog preseka;

3. Momenti inercije poprecnog preseka.
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Osnovne karakteristike ravnog popre¢nog preseka jednog nosaca &ine:
1. PovrSina popre€nog preseka;
2. StatiCki moment popreénog preseka i

3. Momenti inercije popre¢nog preseka.



Povrsina popre¢nog preseka
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Povrsina je najjednostavnija karakteristika poprebnog preseka.

Priblizna vrednost povrSine zadatog popreénog preseka moze da se odredi sabiranjem
povrsina elementarnih povrSi na koje se deli dati presek.

Tacna vrednost povrSine se odreduje integraljenjem, kada je elementarna povrs beskonaéno
mala, a broj elementarnih povrsi tezi beskonacnosti.

Za sloZeni oblik popre€¢nog preseka, koji se sastoji iz viSe prostih oblika (pravougaonik,
trougao, krug), povrsina popre€nog preseka jednaka je zbiru pojedinih povrsina.

Dimenzija povrsine je [L?], a meri se jedinicama [m?] ili [cm?].



Povrsina popre¢nog preseka
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Dva $&tapa jednakih povrSina popre¢nog preseka A=b-h, optere¢ena jednakim silama na
savijanje, deformisu se razlicito.

Zbog toga se koriste sloZenije geometrijske karakteristike ravnog preseka, kao Sto su staticki
moment popre€nog preseka i momenti inercije popre€nog preseka.



Staticki momenti popreénog preseka
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Priblizna vrednost statickog momenta popre¢nog preseka za osu u ravni je definisana kao zbir
proizvoda elementarnih povrSina i normalnog rastojanja tezista te elementarne povrsi od ose.

Tacna vrednost statickog momenta poprecnog preseka za osu u ravni jednaka je grani¢noj
vrednosti izraza za srednju vrednost statitkog momenta popreénog preseka kada je
elementarna povrsina beskonaéno mala (teZi nuli), a broj elementarnih povrsi tom prilikom teZi
beskonadnosti.

StatiCki moment popre€nog preseka (moment povrsine prvog reda) za osu u ravni jednak je
odredenom integralu po datoj povrsini proizvoda normalnog rastojanja ma koje tacke
elementarne povrsi od izabrane ose i te elementarne povrsine.

Dimenzija statickog momenta je [L2], a meri se jedinicom [cm?].

Za sloZeni oblik popreCnog preseka koji se sastoji iz viSe prostih oblika (pravougaonik,
trougao, krug), statiCki moment za neku osu jednak je zbiru statickih momenata pojedinih
prostih povrSina u odnosu na istu osu.



Staticki momenti popre¢nog preseka

Veza izmedu
statickih momenatai koordinata tezista popre¢nog preseka
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Izrazi za odredivanje koordinata tezista ravnih povrsi je moguce napisati ha osnovu definicije
statickog momenta poprecnog preseka u obliku kako je to prikazano na slajdu.



Staticki momenti popre¢nog preseka

Primer: preuzetosa Otpornost materijala (vts.edu.rs)
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Staticki momenti popreénog preseka
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Otpornost materijala (vts.edu.rs)
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Staticki momenti popreénog preseka

A=A +A + 4, =12+6+6.28=24,28 cm*

S, =4y =12-1=12cm’ S, =A4x,=12-3=36cm’
S, =4y, =6-(-0.67)=—4.02cm’ Sy, =4,x,=6-2=12 cm’®
S.3=Ay; =6.28-0=00m’ S,; = A;x; =6.28-(-0.85) = -5.34cm’

S. =S +S_+S_,=12-4.02+0="7.98cm’
S,=8,+8S,,+8,;=36+12-534=42.66cm’

Otpornost materijala (vts.edu.rs)
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Staticki momenti popre¢nog preseka

»
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Otpornost materijala (vts.edu.rs)
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Staticki momenti popre¢nog preseka

Staticki momenti poprecnog preseka za paralelne ose
(Promena statickih momenata poprecnog preseka
pri translaciji koordinatnog sistema)
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Staticki moment poprecnog preseka u odnosu na neku osu jednak je zbiru statickog momenta
u odnosu na paralelnu osu i proizvoda povrSine i hormalnog rastojanja izmedu osa.
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Staticki momenti popre¢nog preseka

Staticki momenti poprecnog preseka za teziSne ose
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Osa koja prolazi kroz teziste povrsi zove se teziSna, centralna ili sopstvena osa.

Za ose translatorno pomerenog koordinatnog sistema 0&7 , koje prolaze kroz teziste C ravnog
preseka Cija je povrSina A, vazi daje b=y. i a=x;.

Na osnovu prethodne analize, zaklju€uje se da su staticki momenti popreénog preseka za
teziSne ose jednaki nuli.

Ukoliko je poprecni presek osnosimetriCan, statiCki moment popre€nog preseka jednak je nuli
jer osa simetrije prolazi kroz teziste preseka.
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Momenti inercije poprec¢nog preseka

Vrste momenata inercije ravnih povrsi:
= Aksijalni momenti inercije,
= Centrifugalni moment inercije,

= Polarni moment inercije.

OSNOVIMASINSTVA

Momenti inercije ravnih povrSina su momenti povrsine drugog reda.

Dimenzija aksijalnih momenata inercije je [L*], a mere se jedinicom [cm4].
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Momenti inercije popreénog preseka

Aksijalni momenti inercije poprecnog preseka
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Za ravan poprecni presek povrSine A, koji je podeljen na konacan broj elementarnih povrsi AA;
i za koji je uzeta elementarna povrsina dA, definicije momenata inercije u pribliznom obliku, a
zatim i u tanom obliku po primeni grani¢nih vrednosti na prethodni oblik, date su u prvom redu
Za osu X, a u drugom redu za osu y.

Aksijalni (osni ili ekvatorijalni) moment inercije popre¢nog preseka povrdine A za neku osu
jednak je zbiru proizvoda kvadrata rastojanja ma koje tatke elementarne povrsine od te ose i
elementarne povrSine, tj. jednak je odredenom integralu po datoj povrSini proizvoda kvadrata

normalnog rastojanja ma koje tacke elementarne povrsi od izabrane ose i te elementarne
povrsine.
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Momenti inercije popreénog preseka

Centrifugalni moment inercije popre¢nog preseka
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Centrifugalni moment inercije ravne povrsi za par uzajamno upravnih osa jednak je zbiru
proizvoda normalnih rastojanja ma koje tacke elementarne povrsi od tih osa i elementarne
povrsine, tj. jednak je odredenom integralu po datoj povrSini proizvoda normalnih rastojanja ma
koje tacke elementarne povrsi od izabranih osa i te elementarne povrsine.
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Momenti inercije popreénog preseka

Polarni moment inercije poprecnog preseka
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Polarni moment inercije ravne povrSi za neku tacku (pol) jednak je zbiru proizvoda kvadrata
rastojanja ma koje tatke elementarne povrsi od te taCke i elementarne povrSine, tj. jednak je
odredenom integralu po datoj povrSini proizvoda kvadrata rastojanja ma koje tacke
elementarne povrsi od izabrane tacke i te elementarne povrsine.

Izmedu vrednosti aksijalnih momenata inercije za dve uzajamno upravne ose i polarnog
momenta inercije za tacku preseka ovih osa postoji veza: kako je r2 = x2 + y2, polarni
moment inercije jednak je zbiru aksijalnih momenata inercije za dve uzajamno upravne ose
koje se seku u polu.
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Momenti inercije poprec¢nog preseka

Karakteristike momenata inercije ravne povrsi

y

/,<0

Otpornost materijala (vts.edu.rs)
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Aksijalni i polarni moment inercije ravne povrSi imaju uvek pozitivne vrednosti, jer su
elementarne povrsine i kvadrati rastojanja od osa ili pola uvek pozitivhe vrednosti.

Vrednost centrifugalnog momenta inercije moze da bude vec¢a od nule (pozitivha), manja od
nule (negativna) ili jednaka nuli, $to zavisi od znaka koordinata tezista elementa povrsi dA: za
povrsi u prvom i treéem kvadrantu su vrednosti centrifugalnog momenta inercije pozitivhe jer

su koordinate istog znaka, a za povrSi u drugom i Cetvrtom kvadrantu su negativne jer su
koordinate razliitog znaka.
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Momenti inercije poprec¢nog preseka

Karakteristike momenata inercije ravne povrsi

Svaka simetricna ravna povr$ ima bar jedan par osa simetrije za koje je

centrifugalni moment inercije jednak nuli.

Primer:

I_:f." +I:§."v =xydA+(—x)ydA=0.
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Svaka simetri¢na ravna povrs ima bar jedan par osa simetrije za koje je centrifugalni moment
inercije jednak nuli.

Primer pokazuje da svakoj elementarnoj povrsi dA desno od ose y odgovara ista takva, kao
slika u ogledalu, elementarna povr§ dA’ levo od ose y (x=-x). Zbirni centrifugalni moment
inercije ove dve elementarne povrsi mora da bude jednak nuli.
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Momenti inercije poprec¢nog preseka

Momenti inercije poprec¢nog preseka za teziSne ose
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Na slajdu su prikazani izrazi za momente inercije popre€nog preseka za ose translatorno
pomerenog koordinatnog sistema 0&7 , koje prolaze kroz teZiSte C popre€nog preseka Cija je
povrsina A.

Ako osa prolazi kroz teZiste C popre€nog preseka, staticki moment povrsi za tu osu jednak je
nuli.
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Momenti inercije popreénog preseka

Momenti inercije poprec¢nog preseka I = J.yzd;‘l, yv=b+n =
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Stajnerova teorema se odnosi na dva koordinatna sistema sa paralelnim osama (0xy i C&7),
od kojih jedan koordinatni sistem mora da ima koordinatni po&etak u teziStu C ravnog preseka.
Ose ¢i n predstavljaju teZiSne ose povrsine popre€nog preseka.

Ako se koordinatni sistem Oxy translatorno pomeri do polozaja C¢rn , gde je C (Xc=a ; Yc=b)
teZiste posmatranog ravnog (popre¢nog) preseka povrSine A, onda nastala transformacija
koordinata ma koje tacke elementarne povrsi dA moze da se napiSe u obliku izraza (1) i (2).

Matematicki iskaz Stajnerove teoreme za aksijalne momente inercije popreénog preseka je
postupno izlozen na slajdu.
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Momenti inercije popreénog preseka

Momenti inercije popreénog preseka za paralelne ose
(Promena momenata inercije pri translaciji koordinatnog sistema)
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Na slajdu je dat matematicki iskaz Stajnerove teoreme za centrifugalni moment inercije
popre€nog preseka.

Koordinate teZiSta a i b ulaze sa svojim predznacima, tako da pri translaciji koordinatnog
sistema moze doéi do uvecéanja ili smanjenja centrifugalnog momenta inercije.
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Momenti inercije popreénog preseka

Momenti inercije popreénog preseka za paralelne ose
(Promena momenata inercije pri translaciji koordinatnog sistema)
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Na slajdu je dat matematicki iskaz Stajnerove teoreme za polarni moment inercije popreénog

preseka.
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Momenti inercije popreénog preseka

Momenti inercije popreénog preseka za paralelne ose
(Promena momenata inercije pri translaciji koordinatnog sistema)

Sopstveni Polozajni
moment moment
inercije ‘—| r inercije
I.=1.+y:4 I1.=1 -y}4
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Momenti inercije u odnosu na ose koordinatnog sistema sa pocetkom u tezistu C poprecnog
preseka: I, I, I, i Ic zovu se sopstveni momenti inercije, a drugi sabirci u izrazima: yc2A
Xc2A, XcYe-A i rc?-A zovu se polozajni momenti inercije.

Na osnovu toga, Stajnerovu teoremu je moguce iskazati na slede¢i nagin:

Moment inercije za osu paralelnu teZidnoj jednak je zbiru sopstvenog i poloZzajnog momenta
inercije.

Primenom Stajnerove teoreme je moguée sradunati momente inercije za teziSne/sopstvene

ose, tzv. sopstvene momente inercije, ukoliko su poznati momenti inercije za njima
odgovarajuée paralelne ose x i y.

Napomena: rastojanja X i Y¢ treba uzimati sa svojim znakom (+ ili -) prema poloZaju u odnosu
naose xiy.

Sopstveni aksijalni momenti inercije, a samim tim i sopstveni polarni moment inercije, imaju
uvek pozitivne i manje vrednosti u odnosu na odgovaraju¢e momente inercije za svaku
paralelnu osu.

Od svih momenata inercije u odnosu na skup paralelnih osa, najmanju vrednost ima moment
inercije u odnosu na osu koja prolazi kroz teZiste popre¢nog preseka.
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Primeri izraGunavanja momenata inercije

jednostavnih popreénih preseka

Primer 1. Koordinate teziSta i momenti inercije pravougaonika (1/3)

YV

h
dA“ dd=bdy. 0<y<h = A= [ dd=[bdy=by[:=bh;
(4) 0
b
deA Ix-hdx ,
9 x. =W =0 _7.h.£|b_é
h ¢ 4 bh bh 2° 2
dy, g ,
, dd  |ud [ ydd [ y-bay .
N J _(4) _0 _i b'L‘h:ﬁ
0Lx | dx e ¢ A bh bh 2% 2

OSNOVIMASINSTVA

26



Primeri izraGunavanja momenata inercije
jednostavnih popreénih preseka

Primer 1. Koordinate teziSta i momenti inercije pravougaonika (2/3)

Ya oo dd=bdy: 0<y<h
dA I ‘I R
I.=|ydd=|ybdy=b-—|j=—
& : 3 3
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Primeri izraGunavanja momenata inercije
jednostavnih popreénih preseka

Primer 1. Koordinate teziSta i momenti inercije pravougaonika (3/3)

V4 n
dA 3 2 3 3 3
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¢ 3 |2 34 12
11
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Primeri izraGunavanja momenata inercije
jednostavnih popreénih preseka

Primer 2. Koordinate teZista i aksijalni momenti inercije trougla za ose x, & i x;

y , (112)
B ",
h-y b
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; sy g g ) 05y
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b ¥\, _bh
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Primeri izraGunavanja momenata inercije
jednostavnih popreénih preseka

Primer 2. Koordinate teZista i aksijalni momenti inercije trougla za ose x, & i x;
(2/2)
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Primeri izraGunavanja momenata inercije
jednostavnih popreénih preseka

Primer 3. Polarni i aksijalni momenti inercije kruznog preseka

v dA=2xrdr; 0<r<R:
R R ’_)
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Aksijalni momenti inercije kruznog preseka su zbog osne simetrije jednaki za sve centralne
pravce.



Primeri izraGunavanja momenata inercije
jednostavnih popreénih preseka

Aksijalni momenti inercije kruZnog prstena su zbog osne simetrije jednaki za sve centralne

pravce.

Primer 4. Polarni i aksijalni momenti inercije kruznog prstena
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Primeri izraGunavanja momenata inercije
sloZenih poprec¢nih preseka
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Primer 1. Aksijalni moment inercije za osu x sloZzenog pore¢nog preseka
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OSNOVIMASINSTVA

Momenti inercije sloZzenog ravnog preseka, povrSine A=XA, sracunavaju se kao zbirovi
momenata inercije pojedinih delova tog preseka ra¢unato u odnosu na istu osu, pol ili par
uzajamno upravnih osa.



Primeri izraCunavanja momenata inercije
slozenih poprecnih preseka

Primer 2. preuzeto sa Otpornost materijala (vts.edu.rs) (1/5)

as 1y Odabratiose x i y i odrediti teziste
s
bl A4=121=12 G(00)
| 4,=8.1=8; C,(-3565)
4,=81=8 C,35-65)
0 I
= | 3 3
= - ! S =0cm’. S,) =0cm".
— v X
S, =-28cm’, S,,=52cm’
;.. & S, =28cm’. S,3=-52cm’
©o
C
| S, +5,+S,; 0-28+28 _
1 T O e 125848
35
Sy +S,+S,;  0+52-52
Vo =— —_— =
e A+A +A4, 12+8+8
OSNOVIMASINSTVA

34



Primeri izraCunavanja momenata inercije
slozenih poprecnih preseka

Primer 2. preuzeto sa Otpornost materijala (vts.edu.rs) (2/5)
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Primeri izraGunavanja momenata inercije
sloZenih poprec¢nih preseka

Primer 2. preuzeto sa Otpornost materijala (vis.edu.rs) (3/5)

Odrediti momente inercije za ose x iy
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Primeri izraGunavanja momenata inercije
sloZenih poprec¢nih preseka

Primer 2. preuzeto sa Otpornost materijala (vis.edu.rs) (4/5)

Odrediti momente inercije za ose x i y
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Primeri izraGunavanja momenata inercije
sloZenih poprec¢nih preseka

Primer 2. preuzeto sa Otpornost materijala (vis.edu.rs) (5/5)
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Primeri izraGunavanja momenata inercije
sloZenih poprec¢nih preseka

Primer 3. preuzeto sa Otpornost materijala (vts.edu.rs) (1/7)
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Primeri izraGunavanja momenata inercije
slozenih popreénih preseka

Primer 3. preuzeto sa Otpornost materijala (vts.edu.rs) (2/7)
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Primeri izraGunavanja momenata inercije
sloZenih poprec¢nih preseka

Primer 3. preuzeto sa Otpornost materijala (vis.edu.rs) (3/7)
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Primeri izraGunavanja momenata inercije
sloZenih poprec¢nih preseka

Primer 3. preuzeto sa Otpornost materijala (vis.edu.rs) (4/7)
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Primeri izraGunavanja momenata inercije
sloZenih poprec¢nih preseka

Primer 3. preuzeto sa Otpornost materijala (vis.edu.rs) (5/7)
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Primeri izraCunavanja momenata inercije
slozenih popreénih preseka

Primer 3. preuzeto sa Otpornost materijala (vts.edu.rs) (6/7)
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Primeri izraCunavanja momenata inercije
slozenih poprecnih preseka

Primer 3. preuzeto sa Otpornost materijala (vts.edu.rs) (7/7)
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Kontrolna pitanja 11
?

Definisati staticke momente ravnog preseka za \

ose Dekartovog koordinatnog sistema Oxy.

Koja osa se naziva centralnom/teziSnom/sopstvenom? Kolika je

vrednost statickog momenta ravnog preseka za centralnu osu?

Definisati momente inercije ravhog preseka za ose Dekartovog

koordinatnog sistema Oxy.

Dokazati E":tajnerovu teoremu o momentima inercije za paralelne ose

od kojih je jedna centralna.
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